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ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ 
Актуальность темы. Диссертация посвящена разработке но­
вых качественных и приближенных методов исследования матема­
тических моделей экономических и технических систем, реализуе­
мых в виде класса задач оптимального управления для вырожденных 
систем обыкновенных дифференциальных уравнений. Актуальность 
обусловлена наличием большого количества прикладных задач и тем, 
что их решение требует построения алгоритмов, трудно реализуемых 
в числевных расчетах и базирующихся на результатах современных 
математических теорий. Именно развитие теорий уравнений соболев­
ского типа и оптимального управления позволило поставить вопрос о 
численном исследовании как существующих задач для вырожденных 
систем обыкновенных дифференциальных уравнений, так и новых 
задач в рамках сложившихся направлений математического модели­
рования, например, моделей межотраслевого баланса. 
Балансовые модели, wш модели В. Леонтьева1 , успешно разра­
батЫВдJiись как сложные межотраслевые модели и модельные ком­
плексы с последующим прогнозным расчетом развития. Широко из­
вестны работы А.О. Баранова, Н.И. Ведуты, А.Г. Гранберга, Б.Л. 
Исаева, Ф.Н. Клоцвога, В.И. Маевского, В.К. Озерова, В.Н. Павло­
ва, Н.Ф. Шатилова, Ю.В. Яременко и дР· Впервые оптимизационные 
межотраслевые межрегиональные модели построил А.Г. Гранберг2 , 
им исследовалась задача оптимального управления для динамиче­
ской балансовой модели с начальным условием Коши, где 'в качестве 
функционала качества принято потребление конечного продукта. За­
тем в монографии под редакцией В. Ф. Кротова3 аналогичная задача 
была рассмотрена для вырожденной динамической модели . 
В настоящее время теория межотраслевого баланса активно раз­
вивается. В вашей стране ведутся исследования в ИЭОПП СО РАН 
1 Леонтыв, В.В. Межотраслевая экономика/ В.В . Леонтьев.- М.: Экономика, 
1997. 
2 Гранберг, А. Г. Дишшнческие модели народного хозяitства / А.Г. Гравберr. 
- М.: Эмномиха, 1985. - 239 с. 
3Основы теории оптимального управления / В.Ф. Кротов, В.А. Лагоша, С.М. 
Лобанов и др.; nод ред. В.Ф. Кротова. - М.: Высш.шх" 1990. - 430 с. 
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под руководством чл.-корр. В.И. Суслова, в ставропольской школе 
Е.Л. Торопцевым и его учениками Т.Г. Гурнович, О.О. Бутовой, Ма­
рах:овским А.С. и в др. коллективах. За рубежом исследования в об­
ласти балансовых моде.лей ведутся К. Алмоном, Д. Найхусом, Р. Хор­
стом, Дж. Берлингом, Т. Хасегава., Ш. Ли, Ш. Пэном, Г. Осханом, П. 
Салмоном, В. Стовером и Ф. Улрихом и др. 
Отметим, что при построении динамической балансовой модели 
матрица удельных капитальных затрат, т.е. матрица при производ­
ной, всегда содержит нулевые строки. Таким образом, изначально 
динамическая система является вырожденной, но ее решение клас­
сическими методами невозможно, поэтому обычно агрегированием 
она сводится к невырожденной, но при этом требуются специаль­
ные методики как для построения матриц, так и для интерпретации 
результатов с дополнительным анализом их адекватности. Отличие 
данной работы состоит в том, что предлагаемые в ней подходы поз­
воляют исследовать получаемые вырожденные динамические ба.лан­
совые мQЦели без дополнительных преобразований. 
Вырожденная система обыкновенных дифференциальных урав­
нений является конечномерным случаем уравнения соболевского ти­
па. Несмотря на то, что систематическое изучение начально-краевых 
задач для таких уравнений начал С. Л. Соболев в 40-х годах про­
шлого столетия, теория уравнений соболевского типа активно разви­
вается последние 20 лет. В этой области активно работают Р.Е. Шо­
уолтер, А.Фавини, А.Яги, Г.В. Демидевко, С.В. Успенский, Н.В. Си­
доров, М.В. Фалалеев, М. О. Корпусов, И.В. Мельникова, С.Г. Пят­
ков, А.И. Кожанов, Г.А. Свиридюк, Т.Г. Сукачева, В.Е. Федоров и 
др. Данная диссертационная работа выполнена в рамках направле­
ния, возглавляемого Г.А. Свиридюком4 . Отметим, что результаты ис­
следования задач с начальным условием Шоуолтера-Сидорова для 
уравнений соболевского типа, послужившие базой для данного иссле­
дования, появились сравнительно недавно. 
В работах А.Г. Гранберга показана неустойчивость решений ди-
4 Slliridlf1lk, G. А. Linear SoЬolev type equations and degenerate semigroups of 
operators / G. А. Sviridyuk, V. Е. Fedorov•1;1~~~~'~!!~,~.~~,"'~~-~'" .. , R 
· ·"' ··.;:: ~,~\:1t1\t;::ry~;;ш~n;~~:1 .жшt1: ' ~ 
4 : i ~ · \ ч~::;~об~б~~~q;>тска 
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намической балансовой модели, проявляющаяся в разбалансирован­
ности экономической системы. Для того, чтобы избежать этого, необ­
ходимо управлять экономической системой. Вместе с тем управление 
в рывочвых условиях предусматривает различное целеполагание, а 
не только повышение потребления, как в ранее исследуемых задачах. 
Это актуализирует моделирование экономических систем с построе­
нием различных задач оптимального управления для вырожденной 
динамической балансовой модели. 
Теория оптимального управления для неразрешенных относитель­
но производной уравнений активно развивается последние десятиле­
тия. Одной их первых работ, посвященных управлению сингулярны­
ми системами, является монография L. Dai5 , в которой рассматри­
ваются и прикладные аспекты проблемы. В зтой области широко из­
вестны работы Ж.-Л. Лионса6 , А.В.Фурсикова7 , Г.А. Куриной, С.Л. 
Кэмбелла, В.Д. Террела, П. Мюллера. Теоретической базой данного 
исследования стали работы Г.А. Свиридюка, А.А. Ефремова, О.А. 
Рузаковой, Н.А. Манаковой, В.Е. Федорова, М.В. Плехановой. 
В настоящее время численные методы решения как начальных 
задач для вырожденных систем обыкновенных дифференциальных 
уравнений, так и задач оптимального управления для зтих систем на-­
ходятся в стадии формирования. Здесь необходимо отметить работы 
представителей иркутской математической школы - Ю. Е. Боярин­
цева8, В. Ф. Чистякова8 , М.В. Булатова, А.А. Щегловой, челябин­
ской математической школы - Г.А. Свиридюка, С.В. Брычева и И.В. 
Бурлачко. Свиридюком Г.А. впервые было предложено вырожденные 
5 Dai L. Singular control вузtеm: Lecture noteв in control and information вciences, 
118./ L. Dai - Berlin, HeidelЬerg. N.Y.: Springler-Verlag, 1989. 
8 Лuош;, Ж.-Л. Оnтиwмьпог управление систеwаwи, описываеwыwи ура.вuе­
вхяwи с частными производными / Ж.-Л. Лионе.- М.: Мир, 1972.- 412 с. 
7 Фwс-, А.В. Оптиwапьвое упра.впеиие распределеииыми систеwаwи. Тео­
ри.я и пр11Jiожевия /А.В. Фурсиков.- Новосибирск: Научная кинга, 1999.- 350 с. 
8 Бо.<1рuнцев, Ю. Е. Методы решения вырожденных систем: обыкновенных 
дифферевциапьиых уравневиА / Ю. Е. Воярквцев.- Новосибирск: Наука, 1988.-
257 с. 
11 ЧuстАков, В. Ф. Алrебро-дифферевци&r1Ьиые операторы с конечномерным 
ядром / В. Ф. Чистяков.- Новосибирсх: Наука, 1996.- 278 с. 
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системы обыквовенных дифференциальных уравнений называть сси­
стемами леонтьевского типа•. В процессе :моделирования к системе 
леонтьевского типа, кроме начальных, могут добавляться условия, 
определяемые реальным объектом, поэтому получаемую модель бу­
дем называть в данном исследовании «моделью леонтьевского типа•. 
Актуальность данного исследования подтверждает и то, что по­
лученные результаты могут быть использованы как в решении су­
ществующих задач гидродинамики10 , метрологии11 , так и в реше­
нии новых, например, задач оптимального изиерения, предложенных 
А.Л. Шестаковым и Г.А. Свиридюком. Численные исследования за­
дачи оптимального измерения с учетом инерционности измеритель­
ного устройства в настоящее ведутся Е.И. Назаровой, работа вклю­
чена в тематику направления развития сЭнергосбережение в соци­
альной сфере• программы сНациональный исследовательский уни­
верситет• ЮУрГУ. 
Цель и задачи работы Целью данной работы является разра­
ботка, исследование и реализация в виде программного комплекса ме­
тодов и алгоритмов численного решения класса задач оптимального 
управления для моделей леонтьевского типа с начальным условием 
Шоуолтера - Сидорова. 
Дnя достижения цели необходимо реализовать следующие задачи: 
1. Сформировать класс задач оптимального управления для си­
стем и моделей леонтьевского типа, определить критерии выбора 
задачи оптимального управления и ввести параметры, необходимые 
при моделировании экономической системы. 
2. Разработать численный метод решения задачи Шоуолтера -
Сидорова для систем леонтьевского типа с последующей адаптацией 
его для вырожденных динамических балансовых моделей (моделей 
леонтьевского типа) 
З. Разработать численный ыетод решения задач оптимального и 
IO З~м"6гр2мйт А . С. Спектральиu теория peryJIJ1pпыx вопповодов / А.С. 
Зильберrпеllт, Ю.И. Копипевич. - Л.: Изд-во АН СССР ФТИ, 1983. - 301 с . 
11 ШecпuJ'ICtIO, А. Л. Дивамичесхая точность измерительного преобразовате­
ля с корректирующим устройством в виде модели датчика / А.Л. Шестаков / / 
Метролоrия. - 1987. - № 2. - С. 26 - 34. 
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жесткого управления для систем леонтьевского типа с начальным 
условием Шоуолтера - Сидорова. Доказать сходимость приближен­
ного решения к точному. Адаптировать результаты для модели леон­
тьевского типа 
4. Разработать численный метод решения задач стартового и стар­
тового жесткого управления для систем леонтьевского типа с началь­
НЬiм условием Шоуолтера - Сидорова. Доказать сходимость прибли­
женного решения к точному. Адаптировать результаты для модели 
леонтьевского типа 
5. Разработать методику построения модели леонтьевского типа 
для предприятия с учетом управления на основе метода построения 
балансовой модели с учетом сэкспорта - импорта• и данных финан­
совой отчетности предприятия. Опробировать методику на одном из 
предприятий г. Челябинска. 
6. Спроектировать и реализовать программный комплекс для ре­
шения задач Шоуолтера- Сидорова, оптимального и жесткого управ­
ления, стартового и стартового жесткого для моделей леонтьевского 
типа. 
7. Провести вычислительНЬiе эксперименты на модельных и ре­
альных задачах, подтверждающих эффективность предложенных ал­
горитмов, методов и подходов. 
8. Показать возможность применения полученных результатов для 
моделей других предметных областей. 
Методы исследования В работе используются следующие ме­
тоды исследования: моделирование с использованием системного под­
хода, абстрактно-логический с использованием методов теории опти­
мального управления, теории уравнений соболевского типа, эмпири­
ческий с использованием проектного подхода. 
В основе построения динамической балансовой модели для эко­
номической системы предприятия лежат методы межотраслевого ба­
ланса с учетом экспорта и импорта. Использование системного под­
хода позволило постави·LЪ четыре основных вида задач оптимального 
управления, при этом введение в рассмотрение различных парамет­
ров моделирования дало возможность решения большего количества 
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видов прикладных задач. 
В исследовании в качестве основных используются методы теории 
оптимального управления и вырожденных полугрупп. Метод числен­
ного решения задач оптимального и жесткого управления основан на 
представлении управления в виде вектор-многочленов. 
При построении вырожденной динамической балансовой модели 
предприятия МУП •Производственное объединение водоснабжения 
и водоотведения• (ПОВВ) и проведении вычислительных экспери­
ментов на базе этого предприятия использовав эмпирический метод. 
При этом проводились длительные исследования, для организации 
которых использовались элементы проектного подхода, позволивше­
го определить целостность эксперимента, стадии и порядок его раз­
работки. 
Научная новизна. В диссертационной работе предлагаются но­
вые подходы в моделировании экономических и технических задач, 
основанные на использовании класса четырех задач оптимального 
управления, а основополагающим математическим объектом кото­
рых является система леонтьевского типа. Результаты диссертацион­
ной работы содержат подробное численное исследование указа.иных 
задач: представлены постановки задач, доказаны теоремы о суще­
ствовании и единственности решения, разработаны и обоснованы эф­
фективные численные методы решения. Отметим, что предлагаемые 
в данной работе алгоритмы, в отличие от ранее известных, не накла­
дывают ограничения на размер и вид матриц, входящих в систему 
леонтьевского типа, что обусловлено использованием в качестве на­
чального условия Шоуолтера-Сидорова. Кроме того предложенные 
алгоритмы могут быть адаптированы к решению задач оптимального 
управления для моделей леонтьевского типа. Разработан пакет при­
кладных программ, ПОЗВОJIЯЮЩИХ проведение вычислительных экс­
периментов на модельных и реальных примерах. 
Все результаты, выносимую на защиту, являются новыми и полу­
чены автором лично. Обоснованность научных положений и выводов, 
сформулированных в диссертации, подкрепляется сопоставительным 
анализом разработанных и уже существующих методов и моделей. 
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Достоверность полученных результатов обеспечена полными доказа­
тельствами всех утверждений, причем математическая строгость до­
казательств сооrветствует современному уровню. Адекватность по­
строенных моделей, разработанных программ, основанных на подхо­
де, предлагаемом автором, подтверждаете.я тестовыми расчетами на 
реальном примере. 
Теоретичесш значимость. Теоретическая значимость резуль­
татов и методов диссертационной работы заключается в возможно­
сти их использования в качестве инструментария для моделирования 
в экономике и технике. В работе определены условия выбора зада­
чи оптимального управления из рассматриваемого класса для эконо­
мических приложений, предложены новые параметры, необходимые 
при моделировании экономической системы предприятия, показаны 
их значимость и экономический смысл. Разработаны методы числен­
ного решения начальной задачи Шоуолтера - Сидорова для системы 
и модели леонтьевского типа, численного решения задач оптимально­
го, жесткого, стартового, стартового жесткого управления, доказана 
сходимость по норме получаемого приближенного решения к точно­
му для всех задач . 
ПрактическаJ1 значимость заключаете.я в применении полу­
ченных результатов исследования к задачам прогнозирования и пла­
нирования работы экономических систем различного уровня, и преж­
де всего работы экономической системы предприятия, на основании 
моделирования и получаемых результатов численного исследования 
моделей может быть оценена эффективность планирования; разра­
ботке и реализации на примере конкретного предприятия методики 
построения вырожденной балансовой модели предприятия. Прове­
денные вычислительные эксперименты с использованием полученной 
модели показали адекватность проведенного экономико-математичес­
кого моделирования. Полученные результаты могут быть использо­
ваны для решения одной из значимых хозяйственных задач - управ­
ления транзакцяовныии издержками при развитии предприятия, и в 
тои числе при реализации инновационных проектов. Данная работа 
создает основу для развития численных исследований новых задач 
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теории динамических измерений. Для проведения вычислительных 
экспериментов численные методы и алгоритмы реализованы в виде 
комплекса программ (С++), причем использованы такие подходы, 
которые в дальнейшем позволят провести распараллеливание про­
цессов для увеличения скорости вычислений и решения практических 
масштабных задач. 
Результаты диссертации могут быть использованы в исследова­
ниях, проводимых по указанным тематикам, а. также при разработке 
специальных курсов в основных образовательных программах под­
готовки магистров по направлениям 010100 - математика и 010400 -
прикладная математика и информатика.. 
Результаты, выносимые на защиту. 
1. Предложена новая методология моделирования экономической 
системы предприятия с использованием задач оптимального управ­
ления для моделей леонтъевского типа и введением в рассмотрение 
параметров моделирования, позволяющих на базе одной математи­
ческой модели решать различные экономические задачи. 
2. Разработана методика построения модели леовтъевского типа 
для предприятия с учетом управления на основе метода построения 
балансовой модели с учетом сэкспорта - импорта• и данных финан­
совой отчетности предприятия. Опробирована методика на предпри­
ятии г. Челябинска МУП ПОВВ. 
3. Исследована устойчивость моделей леонтъевскоrо типа. Пока­
за.но в терминах относительного спектра, что решение вырожденной 
динамической балансовой модели всегда неустойчиво. 
4. Разработан численный метод решения задачи Шоуолтера - Си­
дорова для систем и моделей леонтъевского типа. 
5. Разработан численный метод решения задач оптимального и 
жесткого управления для систем и моделей леонтъевского типа с 
начальным условием Шоуолтера - Сидорова. Доказана сходимость 
по норме приближенного решения задачи оптимального и жесткого 
управления к точному. 
б. Разработан численный метод решения задач стартового и стар­
тового жесткого управления для систем и моделей леовтьевского ти-
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па с начальным условием Шоуолтера - Сидорова. Доказана сходи­
мость по норме приближенного решения задачи стартового и старто­
вого жесткого управления к точному. 
7. Спроектирован и реализован программный комплекс (три про­
граммы) для решения за,цач Шоуолтера - Сидорова, оптимального 
и жесткого управления, стартового и стартового жесткого для моде­
лей леонтьевского типа с начальным условием Шоуолтера - Сидо­
рова. Показана эффективность предложенных алгоритмов на осно­
вании вычислительных экспериментов, проведенных на модельных и 
реальных задачах. 
Полученные результаты соответствуют следующим областям ис­
следования специальности: 
1) разработка новых математических методов моделирования объ­
ектов и явлений; 
2) развитие качественных и приближенных аналитических мето­
дов исследования математических моделей; 
3) разработка, обоснование и тестирование эффективных вычис­
лительных методов с применением современных компьютерных тех­
нологий; 
4) реализация эффективных численных методов и алгоритмов в 
виде КОМШiексов проблемно-ориентированных программ для прове­
дения вычислительных экспериментов. 
Апробация работы. Результаты, изложенные в диссертации бы­
ли представлены на Воронежской зимней математической шкОJ1е С.Г. 
Крейна (Воронеж, 1995, 1997, 1998, 2010), Всесоюзной научно-техни­
ческой конференции сАлгоритмический и численный анализ некор­
ректных задач• (Екатеринбург, 1995, 1998, 2009), Сибирской конфе­
ренции по неклассическим уравнениям математической физики (Но­
восибирск, 1995), VI межвузовской конференции сМатематическое 
моделирование и краевые задачи• (Самара, 1996), Третьем Сибир­
ском конгрессе по прикладной и индустриальной математике (Ново­
сибирск, 1998), Ninth International Colloquim on Differential Equations 
(Bulgaria, 1998), 10-й wеж.цувародной конференции сМатема.тика.. Ком­
пыотер. Образование• (Москва, 2003), Международной конферен-
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ции, посвященной 100-летию со дня рождения И.Н. Векуа сДиф­
ференциапьные уравнения, теория функций и приложения• (Ново­
сибирск, 2007), Международной конференции сДифференциальные 
уравнения и смежные проблемы• (Стерлитамак, 2008), Международ­
ной конференции, посвященной 100-летию со дня рождения С.Л. Со­
болева сДифференциальные уравнения. Функциональные простран­
ства. Теория приближений• (Новосибирск, 2008), XIV Байкальской 
школе-семинаре (Северобайкальск, 2008), Х-ХП, XV Всероссйских 
симпозиумах по прикладной и промышленной математике (Санкт­
Петербург, Сочи, Казань, 2009- 2011), Третьей Международной кон­
ференции сМатематическое моделирование социальной и экономи­
ческой динамики• (Москва, 2010), Всероссийском научном семинаре 
сНеклассические уравнения математической физики•, посвященный 
65-летию со дня рождения В.Н. Врагова (Якутск, 2010), Междуна­
родной конференции сСовременные проблемы пr-икладной матема­
тики и механики: теория эксперимент, практика•, посвященная 90-
летию со дня (ЮЖДения академика. Н.Н. Яненко (Новосибирск, 2011), 
Международной конференции сДифференциальные уравнения и их 
приложения• (Самара., 2011) 
Также результаты докл.адывались на семинарах по уравнениям 
Соболевского типа профессора r. А. Свиридюка в ЮУрГУ (г. Че­
лябинск), на семинаре ИММ УрО РАН под руководством чл.-корр. 
РАН В.В. Васина (г. Екатеринбург), на семинарах ИПУ РАН под ру­
ководством академика. С.Н. Васильева и профессора В.Ф. Кротова 
(г. Москва), на семинаре МаГУ под руководством профессора С.И. 
Кадчевко (г. Магнитогорск), на семинаре ИМ СО РАН под руковод­
ством профессора А.И. Кожа.нова (г. Новосибирск). 
Публикации. Результаты диссертации опубликованы в 34 науч­
ных работах и приведены в конце автореферата, в том числе 10 - в 
изданиях, включенных в перечень российских рецензируемых науч­
ных журналов ВАК РФ. 
Структура и объем работы. Диссертация состоит из введения, 
шести глав, списка литературы и приложений. Объем диссертации 
составляет 249 страниц. Библиография содержит 212 наименований. 
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Краткое содержание диссертации 
Во введении обосновывается актуальность темы исследования, 
дается обзор литературы по исследуемой проблематике, определяется 
цель работы. 
Первая rлава состоит из семи параграфов и содержит форму­
лировки теорем и определения, которые используются для получе­
ния основных результатов диссертации. Первый параграф содержит 
определения и теоремы об относительно р-ограниченных операторах, 
теорему об относительном спектре. В п.1.2 приводятся определения 
и теоремы об инвариантных пространствах линейного уравнения со­
болевского типа и дихотомиях решений такого уравнения. В п . 1.3 
приводятся определения и теоремы об относительно р-ра,циальных 
операторах. В п. 1.4. приводятся постановки класса. задач оптималь­
ного управления для линейного уравнения соболевского типа и теоре­
мы о существовании и единственности решений таких за,цач. В п. 1 .5. 
содержатся определения и теоремы об относительно р-реrулярных 
матрицах. Пусть L и М - квадратные матрицы порядка n, detL = О, 
матрица М ва.зывается {L,р)-регулярвой, если существует ЛЕС та­
кое, что det( ЛL- М) ::/= О, а оо является полюсом порядка р Е {О} U N. 
В п.1.6 ставится задача Шоуолтера- Сидорова 
[R;-(м)]p+l (х(О) - х0) =О (1) 
для системы леонтьевского типа 
Lx=Mx+y, (2) 
где detL = О, а вектор-функция у : [О; т] -+ Rn, т Е R+ . На основа­
нии существования и единственности решения задачи Шоуолтера -
Сидорова (1) для уравнения соболевского типа вида (2) в банаховых 
пространствах справедлива 
Теорема 1.(1.6.1)12• Пусть матрица М (L,р)-регумрна, 
р Е {О} UN, ~сроме того detM i: О. Тогда дм любой ве~стор-фун~щш.1 
12в скобках ухазаиа нумерация в диссертации. 
13 
у Е CP+l ((О; т] , Rn) и .любого вектора хо Е JRn такого, что суще­
ствует единственное решение х = x(t) задачи (1), (2), которое к 
тому же имеет вид 
x(t) = lim Xk (у, t) = lim [- iJм-1(I - Qk)L)q м- 1 (1 - Qk)y9 (t)+ 
k-+oo k-+oo q=O 
(3) 
Здесь L~(M) = L (µL - М)- 1 - левая L-резольвента матрицы М, 
Qk = (kL~ (М))"н, х: = ( (L- k(p ~ l) М )-1 L) k(v+i» 
[ 
-1 ]k(p+l)-1 -1 
Ri= (L-k~~81)м) L (L-k(p~sl)м) ,а/-единич-
ная матрица порядка n. 
При нахождении приближенного решения для вычисления опре­
деленного интеграла используется квадратная формула Гаусса. С уче­
том этого в условиях теоремы 1 приближенное решение задачи (1), 
(2) примет вид 
р 
xk (у, t) = - L (м- 1 (I - Qk) L) 9 м-1 (I - Qk) y(qJ(t)+ 
q=O 
(4) 
т 7" где tj = "2 + 2s;, '-'lj - веса, s; - узлы квадратурной формулы Гаусса, 
а k >К, такого что К= max {k1 ; k2}, где t Е (О, 1], 
а1 - коэффициенты многочлена det(µL - М), q - степень многочлена. 
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В седьмом параграфе представлен алгоритм численного решения 
задачи (1), (2). Отметим, что результаты, представленные в парагра­
фах 1.6. и 1.7. являются вовыыи, выносятся на защиту, но являются 
вспом:огатепьвыuв для численного исследования задач ОП'l'иыального 
управления. 
Втора.к rлава состоит из пяти параграфов и посвящена числен­
ному решению задач оптимального и жесткого управления для си­
стем леовтьевского типа с начальным условием Шоуоптера - Сидо­
рова. В п.2.1 приводится постановка этих задач, определяются их 
решения, для чего вводятся в рассмотрение пространства управле­
ний 
U = {u Е L2 ((О, т); R") : uU>+1> Е ~((О, т); R"), р Е {О} U N} 
и состояний 
Х = {х Е ~((О, т) ;R") : :i: Е L2 ((О, т); R")} . 
В пространстве U выделим компактное выпуклое множество 11д -
множество допустимых управлений. 
Задача оптимального управления для системы леовтьевского ти­
па заключается в нахождении пары (v,x(v)) Е 1Чэ х Х, почти всюду 
на (О, т), удовлетворяющей системе леонтьевского типа 
LX=Mx+f+Bu (5) 
с начальным условием Шоуолтера-Сидорова (1), при этом 




J(u) = L: j llcx<q>(u, t) - cxьq>(t>ll 2 dt+ 
q=O о 
8 ,,. 




Здесь 11 ·11 и ( ·) - норма и скалярное произведение в Rn соответственно, 
С - ква,цратвая матрица порядка n, Nq - симметричные положитель­
но определенные матрицы, q =о, 1, ".,р+ 1, е =о, 1, " .,р + 1. 
В качестве множества допустимых управлений принимается 
(8) 
Задача жесткого управления заключается в нахождении пары 
(v,x(v)) Е Цэ х Х почти всюду на (О,т), удовлетворяющей системе 
леонтьевского типа (5) с начальным условием Шоуолтера-Сидорова 
(1), при этом выполняется (6), где функционал качества имеет вид 
1 т J(и) = fJ L j llcx<q>(u, t) - Cxtq>(t)ll 2 dt. 
q=O О 
(9) 
На основании результатов о существовании и единственности ре­
шения задач оптимального и жесткого управления для уравнений 
соболевского типа вида (5) в гилъбертовых пространствах справед­
ливы теоремы 2 и З. В отличие от более общих результатов в данной 
работе приводится вид решения исследуемых задач. 
Теорема 2 (2.1.1). Пусть матрuца М (L,р)-регулярна, р Е N0 , 
т Е R+, nрuчем detM =/;О. Тогда дм любых хо Е IRn, f Е Hl>+1(R") 
существует единственное решение (11,x(v)) Е Цэ х Х задачи опти­
мального уnравлени.я (1), (5) - (7), где v - точка минимума функ­
ционала качества (7), а x(v) оnреде.я.яетСА форму.лоil 




Теорема 3 (2.1.2). Пусть матрица М (L,p)-peгy.1LJ1pнa, р Е N0 , 
т Е JR+' причем detM ~ о. Тогда д.ILJI любw; Хо Е х, f Е нv+ 1 (!Rn) су­
ществует единственное решение ( v, х( v)) Е 1.1() х Х зада'Чи жесткого 
управления {1}, (5), {6}, {9}, где v - ffl0'4Ka мtтuмума фун1n4штала 
качества {9}, а x(v) определ.яетсА формулой (10). 
В п.2.2 обосновываются непрерывность, ограниченность функци­
оналов качества задач оптимального и жесткого управ.пения. Дается 
определение сильно выпуклой функции на выпуклом ограниченном 
множестве и доказывается, что функционалы качества (7) и {9) задач 
оптимального и жесткого управления являются сильно выпуклыми 
функциями на множестве допустимых управлений, т.е. для любых 
и, w Е А, для любого о: Е [О, 1] и для некоторого числа Т > О выпол­
няется неравенство 
J{o:u + (1 - o:)w) $ aJ(u) + {1- a)J(w) - a(l - а)Т llu - wll 2 • 
В п.2 .3 приводятся основные идеи, формулы и этапы алгоритма чис­
ленного решения за,цач оптимального и жесткого управления. На 
примере задачи оптимального управления для систем леонтьевского 
типа изложим суть метода. Пусть выполнены условия теоремы о су­
ществовании и единствеяности решения, пространство управлений 1l 
заменяется на конечномереное пространство U1 вектор-многочленов 
и1 вида 
и1 (t) = col (talktk, ta2ktk, ... , tankt") . 
lc=O lc=O k=O 
(11) 
Подставив и1 = u1(t) вместо и в (7), используя представление (10) и 
квадратурную формулу Гаусса, получим 
J,(u') ~ t, ( j t, 11cxl''(u',t,)- Cxb''(t1>jj' w1) + 
+ t ( I t. (N.<u')'''(t1). (u'J"'(t;)) w;) . (12) 
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Вычислив необходимые для нахождения приближенного решения 
константы: р и К, задачу нахождения оптимального управления в 
виде (11) сводим к задаче wивимизации функционала качества (12} 
при условиях 
p+l .,. L: /ll(u1)(q)(t)ll2 dt ~ d, 
q=Oo 
(13) 
относительно неизвестных коэффициентов t1i;. 
Затем, эва.я vi, получаем: xi = XA:(iii, t). В результате пара (iii,xi) 
является численныu решением задачи (1), (5}-(7). 
Алгоритм численного решения задачи жесткого управления ана-
логичен алгоритму за,цачи оптимального управления, отличие кото­
рого заключается в рассмотрение функционала качества (9). 
Сложность алгоритма, вид функционала качества не позволили 
использовать стандартные числеВВЬiе методы выпуклого программи­
рования, например rра,циевтвые, а разработать собственный числен­
ный метод для поиска точки ЫИIJШ(ума и ыинимума функционала 
качества. 
В п.2.4 доказывается: теорема о сходимости по норме приближен­
ВЬIХ решений задачи оптимального управления. 
Теорема 4 (2.4.1). Пусть матрица М (L,р)-регумрна, р Е N0 , 
detM ::/:- о. Фун~щшжал {7} .IIONlemCA неnрqшвной, СШЪliО вtiinY"JW(I, 
ограниченной на вt»nумом комnа~стно.м множестве ~ с U. Пусть 
(v,x(v}) - точное, а (vi, Х1,) - nрu/Мu:женное решение задачи оnти­
малыwго уnравленш {1}, (5) - (7). Тогда последовательность {iii} 
cxoдumCA " v по норме 11, последоватмыюстъ { х'А:} c:coдumCA " х( v) 
по норме Х npu k ~ оо, l ~ оо ma7', что JA:(iii) ~ J(v), причем 
вt~~nолняетСА неравенство 
Доказывается существование повторных пределов v = lim lim vi, 
A:-too 1-too 
х = lim lim xi. Из (10} следует, что достаточно показать сходимость 
A:-too 1-too 
vi ~ v при k, l ~ оо. Сходимость vi ~ v1 и J ~ v доказывается на 
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основании указанных свойств ЮfОЖества допустимых управлений и 
функционала качества. 
В п. 2.5. доказывается теорема о сходимости по норме приближен­
ных решений задачи жесткого управления . 
Теорема 5 (2.5.1). Пусть матрица М (L,р)-регу.АJ(рна, р Е N0 , 
detM #- О. Ф!J?'"ЦUОНа.11 (9) .11вляетс.я непреfШвной, СUАЬНО выпук­
лой, ограниченной на выпуклом ~nактно.w множ:естве 1.18 . Пусть 
(v,x(v)) - тачное, а (ii~,x~) - приМuженное решение аада"Чu жест­
кого уnравленu.я (1), (5), (6), (9) . Тогда последовательность {v~} 
сходитс.11 к v no норме U, последовательность {i:~} сходите.я к x(v) 
no норме Х при k -t оо, l -t оо так, "Что Jk(ii~) -t J(v), причем 
вwnолн.яетс.я неравенство 
Третья глава состоит из пяти параграфов и посвящена числен­
ному решению задач стартового и стартового жест.кого управления 
для систем леонтъевского типа с начальным условием Шоуолтера -
Сидорова. В п.3.1 приводится постановка этих задач, определяются 
их решения, для чего вводятся в рассмотрение пространства 
состояний 
и управлений U = !Rn. В пространстве 1.1 выделим замкнутое вылук­
лое множество ug - множество допусти~.{ых управлений 
Задача стартового управления заключается в нахождении пары 
(110, x(Vo)) Е ug х Х почти всюду на (О, т), удовлетворяющей системе 
леоятьевского типа (2) с начальным условием Шоуолтера-Сидорова 
[R;-(м)]J>+ 1 (х(О) - uo) =о, (14) 
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при ЭТОМ 
J(vo) = min J(uo), (15) 
uaeui 
1 т 
J(uo) = L j jlcx(q)(y, ио, t) - Cx~q)(t)jj 2 dt + llиoll 2 • (16) 
q=O О 
Задача стартового жесrкого управления заключается в нахожде­
нии пары (Vo, x(Vo)) Е ui х Х почти всюду на (0, т), удовлетворяющей 
системе леонтъевского типа (2) с начальным условием Шоуолтера­
Сидорова (14), при этом выполняется (15), а функционал качества 
имеет вид 
1 т 
J(uo) = 'Е j llcx<q>(y, ио, t) - Cx~q)(t>ll 2 dt. (17) 
q=Do 
На основании резулътатов о существовавии и единственности ре­
шения задач стартового и стартового жесткого для уравнений собо­
левского типа вида (2) в гильбертовых простра.вствах справедливы 
теоремы 6 и 7. В отличие от более общих результатов в данной работе 
приводится вид решения исследуемых задач. 
Теорема 6 (З.1.1). Пусть матрица М (L, р)-регу.л.ярна, р Е N0 , 
т Е R+, причем detM 1" О . Тогда дЛА любой у Е ~существует един­
ственное решение (v0 ,x(v0 )) Е ugxx задачи стартового уnравленuл 
(2), {Ц) - (16), где v0 - точка мuнимума функцШ»ЮЛа ка-чества 
{Ц), а x(v0 ) onpeдe.11J1eтCJ& формулой 




Теорема 7 (3.1.2). Пусть матрица М (L, р)-регумрна, р Е N0 , 
т Е R+, прu'Чем detM :f. О. Тогда для любо'iJ у е ~ существует един­
ственное решение (110 , x(Vo)) Е ug х Х зада'Чи стартового жесткого 
уnравленu.я (2), (Ц), (15}, (11), где vo - то'Чка минимума функцио­
нала 11:а'Чества (17), а x(Vo) оnредеметСА формулой (18). 
В п.3.2 обосновываются непрерывность, ограниченность функци­
оналов качества за,ц!l.ч стартового и стартового жесткого управления. 
Доказывается, что функционалы качества задач стартового и старто­
вого жесткого управления являются сильно выпуклыми функциями 
на множестве допустимых управлений. В п.3.3 приводятся основные 
этапы алгоритма численного решения задач стартового и стартового 
жесткого управления. В п.3.4 доказывается теорема о сходимости по 
норме приближенных решений задачи стартового управления. 
Теорема 8 (3.4.1}. Пусть матрица М (L, р)-реzулярна, р Е N0 , 
detM :f. О. Фун11:цuонал {16} являетсА непрерывной, сw~ьно выпук­
лой, ограниченноt'.1 на выn!J!'ЛОМ комnа7':тнам множестве ug с JRn. 
Пусть (v0, x(vo)) - тО'Чное, а (iik, ik) - прu{Мuженное решение за­
да'Чu стартового управленu.я (1), (Ц} - (16). Тогда последователь­
ность { iik} сходится " Vo no tЮрме Rn, последовательность { Xk} 
сходится" x(vo) no норме Х при k -t оо так, 'Что Jk(Vk) -t J(v0 ) u 
выполняется неравенство 
В п.3.5 доказывается теорема о сходимости по норме приближен­
ных решений задачи стартового жесткого управления. 
Теорема 9 (3.5.ы). Пусть матрица М (L,р)-регулярна, р Е N0 , 
detM :f. О. Функционал (17) является непрерывной, сильно выnу11:­
лой, ограниченноt'.1 на выпу7':Jlом комnа7':тном множестве ug с JRn . 
Пусть (Vo,x(v0)) - точное, а (ii",x1o) - nриМuженное решение за­
да'Чи стартового жесткого уnравленu.я (1), (Ц}, (15}, {17). Тогда 
последовательность { Vk} сходится " v0 no tЮрМе JRn, последова­
тельность {xk} сходится" x(Vo) no норме Х при k -t оо та11:, 'Что 
Jk(vk) -t J(Vo) u выnо.аняется неравенство 
q/liik -vo\12 ~ Jk(iik) - J(vo) . 
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Четвертая глава состоит из семи параграфов и посвящена моде­
лям леовтъевского типа. В п.4.1 представлено общее описание моде­
лей леовтьевского типа, имеющих экономическое и техническое при­
ложения. В п.4.2 представлены основные положения методики со­
ставления вырожденной динамической балансовой модели для пред­
приятия. В п.4.3 с использованием методики, изложенной в предыду­
щем параграфе, на примере МУП ПОВВ построена модель леонтьев­
ского типа. В качестве производительных видов деятельности в мо­
дели приняты: очистка стоков, водоотведение, водоочистка, достав­
ка воды. К обслуживающим видам деятельности в модели отнесены: 
перекачка сточных вод, подъем воды, отопление (котельные), услуги 
транспорта и спецтехники, услуги по ремону оборудования, автома­
тизация производства, диспетчерские службы, анализ качества во­
ды (лаборатории), услуги охраны, столовая, обслуживание зданий и 
сооружений, работа с клиентами (СП Водосбыт), информационные 
услуги (СП вычислительный центр), газоспасательная служба, со­
циальная сфера (дом культуры, база отдыха, и пр.), приведение в 
порядок территорий после ремонта, энергообеспечение, Администра­
ция (инженерные службы, картографические службы, фивансово­
управлевческие службы и т.д. в том числе договорные работы со 
сторонними организациями). К внешним отраслям отнесены домаш­
ние хозяйства и корпоративные клиенты. Таким образом, квадратные 
матрицы, входящие в состав системы, имеют порядок равный 24. 
В п.4.4 представлены отличия в постановке и решении задачи Шо­
уолтера - Сидорова для моделей леонтьевского типа, имеющей эко­
номический смысл, по сравнению с результата.ми п.1.6 и 1. 7. Так, 
необходимо добавить условия 
x(t) ~О, f(t) ~ О, t Е /О, т). (19) 
Неотрицательность валового выпуска x(t) обусловлена экономиче­
ским смыслом, а неположительность f(t) - редукцией динамической 
балансовой модели к системе леонтьевского типа и учитывается при 
задании вектор-функции конечного спроса. 
В п.4.5 представлены отличия в постановке, решении и алгори'I'­
ме решения задач оптимального и жесткого управления для моделей 
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леонтьевского типа, имеющих экономический смысл, по сравнению с 
результатами второй главы. Рассматривая в (1), (5)-(7) модель леон­
тьевского типа - динамИ'lескую балансовую модель предприятия -
будем полагать: 
(Cl) рассмотрение уже работающего предприятия, начальное со­
стояние системы - есть валовый выпуск продукции предшествующего 
периода; 
(С2) критерием эффективности управления является достижение 
плановых значений некоторого покв.зателя Cx0 (t) с учетом величины 
управляющего воздействия. 
В силу экономического смысла функционал качества примет вид 
1 т J(и) = !3 .L f llcx<q><и, t)- cx&q>(t)jl 2 dн 
q=O D 
8 т 
+(1- /3) L / ( Nqu(q)(t), u<q>(t)) dt, 
q=D О 
(20) 
/3 - весовые коэффициенты целей управления, О= О, 1. Кроме того, 
добавляются условия 
xi(v,t) 2: W; 2: О, i = 1,2, ... ,n, (21) 
f(t) ~о. (22) 
Именно ограничения (21) обусловили необходимость введения допол­
нительных операций в вычислительный алгоритм. 
Так как значения управления могут быть как отрицательными, 
так и положительными (отрицательные показывают прибыльную, а 
положительные убыточную отрасль или вид деятельности), значе­
ние d не является величиной с точной экономической интерпретаци­
ей, хотя общий смысл заключается в ограничении средств, выделя­
емых для управления. Учитывая (13), определение величины d при 
рассмотрении экономико-математических моделей является самосто­
ятельной экономической задачей. 
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Рассматривая задачу жесткого управления (1), (5), (6), (9) для 
модели леонтьевского типа будем подагать выполнение (Cl) и 
(СЗ) критерием эффективности управления явдяется только до­
стижение плановых значений показателя Cx0 (t}, при этом величина 
управляющего воздействия в текущий момент времени может быть 
любой, обеспечивающей план. 
С учетом экономического смысла добавляются условия (21) и (22}. 
Кроме того, для задачи жесткого управления имеет место техни­
ческое приложение, открьmающее перспективное направление иссле­
дований в теории и практике динамических измерений. 
В п.4.6 представлены отличия в постановке, решении и алгоритме 
решения задач стартового и стартового жесткого управления для мо­
делей леонтьевского типа, имеющих экономический смысл, по срав­
нению с результатами третьей главы. 
Рассматривая задачу стартового управления (2), (14)-(16) для мо­
дели леонтьевского типа будем полагать выполнение (С2) и 
(С4} рассмотрение либо вновь созданного предприятия, либо вы­
ходящего из кризисного состояния, тогда начальное состояние си­
стемы - есть внешнее воздействие, обеспечивающее необходимый на 
предстоящий период запас материальных благ для работы предпри­
ятия, которого у него нет. 
В силу экономического смысла добавляются условия (21} и (22}, 
а функционал качества примет вид 
1 1' 
J(uo) = /3 L j llcx<ч>(y, ио, t) - Cx~9>(t)ll 2 dt+ (1- /3) l/Nu0 // 2 . (23) 
q=O О 
Рассматривая задачу стартового жесткого управления (2), (14), 
(15), (17} для модели леонтьевского типа будем полагать выполнение 
(СЗ) и (С4). С учетом экономического смысла добавляются условия 
(21) и (22). 
В п.4. 7 представлены результаты исследования устойчивости ре­
шений вырожденной динамической замкнутой балансовой модели на 
основании исследования относительного спектра. 
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Теорема 10 (4.7.1). Пусть матр1ща М (L,р)-регулярна, р Е N0 , 
detM ! О, матрица Lм-1 nоложuте.11ьна u µ наuбольшее no модулю 
среди точе" относительного cne"1npa чuс.ло ( µ = max /µ1/). Тогда 
1 
{i) µ .являетсА вещественным u строго nо.ложuтельным; 
{ii) µ.является простым "орнем многочлена det(µL - М); 
{iii) тJnL; ~ µ ~ mi,i.x.L;. 
] ] 
Причем величина 1/[J есть технологический темп прироста в мо-
дели леонтъевского типа как межотраслевой динамической модели. 
Кроме того, показано, что для такой модели всегда существует хотя 
бы одна точка относительного спектра, находящаяся в правой полу­
плоскости. Известно, для устойчивости решений необходимо и доста­
точно, чтобы все точки спектра находились в левой полуплоскости. 
Следовательно, решения начальных задач для модели леонтьевскоrо 
типа как динамической балансовой модели неустойчивы, причем при 
наличии точек относительного спектра и в левой и правой полуплос­
кости решения имеют экспоненциальную дихотомию. 
Пятаи глава содержит описание комплекса программ и состоит 
из четырех параграфов. В п. 5.1 представлено описание программы, 
реализующей алгоритм численного решения задачи Шоуолтера - Си­
дорова для моделей леонтьевского типа, приведены обобщенная блок­
схема алгоритма и блок-схемы основных процедур. В п.5.2 приведе­
но описание программы, реализующей алгоритм численного решения 
задач оптимального и жесткого управления для моделей леонтьевско­
го типа. Приведены обобщенная блок-схема алгоритма и блок-схема 
основных процедур поиска приближенного решения, описан модуль 
ввода начальных данных. В п.5.3 приведено описание программы, ре­
ализующей алгоритм численного решения задач стартового и старто­
вого жесткого управления для моделей леонтьевского типа. Приведе­
ны: обобщенная блок-схема алгоритма и блок-схема основных проце­
дур поиска приближенного решения, описан модуль ввода начальных 
данных. 
В п.5.4 приводится анализ эффективности алгоритма вычисле­
ния на основании изменения входных параметров расчета. Проведе­
н.ы расчеты для примера Гранберга при различных параметрах из-
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менения шага прямой схемы расчета по строкам матрицы коэффи­
циентов вектор-многочленов: r = О, 5, r = О, 2 r = О, 1; и при r = О, 5 
обратной схемы. Результаты, отличаясь на более чем на 0,1 процента, 
показывают высокую эффективность предложенного алгоритма. 
Шестая rлава состоит из пяти параграфов и посвящена обзору 
ряда результатов, полученных в ходе вычислительных эксперимен­
тов . В п.б . 1 приводятся результаты решения задачи Шоуолтера -
Сидорова для трех примеров: Гранберга, небольшого предприятия и 
основного (для М'УП ПОВВ). В каждом из примеров показано разба­
лансирование модели с течением времени. Рассмотрим пример Гран­
берга, матрицы удельных капитальных затрат L и удельных прямых 
затрат М имеют вид: 
(
1,5 1,6 0,9) 
L= О О О , 
о о о ( 
о, 9 -0, 116 -0, 075) 
м = -0, 5 о, 452 -0, 425 
о о 1 
Определены начальное состояние систеыы х0 = col(18, 50, 32) и зна­
чения валового продукта y(t) = col(O, О, -35- lOt). На рис. 1. приве­
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Рис.1. Решение задачи Шоуолтера- Сидорова (пример Гранберга) 
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На оси абсцисс отмечены значения в рамках периода, равного 1 году, 
значение 1/12 соответствует первому месяцу и т.д. На оси ординат 
отмечены значения валового вьшуска. продукции в усл. ден. ед. 
В п.6.2 приводятся результаты вычислительных экспериментов 
при решении задачи оптимального управления для двух примеров: 
Гранберга и основного. На рис. 2. представлены плановые значения 
x0 (t) и приближенные решения Xk(J, t) задачи оптимального управ­
ления для модели леонтьевского типа (пример Гранберга). 
411 t-:::::==~~::=::::;::-~-. 









Рис.2. Результаты решения задачи оптимального управления для модели 
леоитьевсхого типа (пример Гранберга) 
Вектор-многочлены управления имеют вид 
ii~1 = о, 001316071 - 2, 539654t + 5t2 - о, 502224t3 + о, 2392578t4-
-o. 01852036t7, 
vi2 = -О, 00007629395 + 4, 374523t - О, 3449441t3 +О, 135498t4+ 
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+о, 15625t6 - о, 0255з122t1, 
ii~3 = -0, 0212860llt +о, 625t2 - о, 7441521t3+ 
+о, 2758789t4 - о, 0094604491t7• 
Для обоих примеров дается интерпретация полученного решения. 
Затем на примере Гранберга приводЯТСЯ и интерпретируются резуль­
таты для задачи оптимального управления с единичной и отличной 
от нее матрицы В. Однако определение элементов матрицы В для 
реальной модели требует самостоятельной экономической методики. 
В п.б.З приводятся результаты вычислительных экспериментов при 
решении задачи жесткого управления для двух примеров: Гранберга 
и основного. Для каждого из примеров дается интерпретация полу­
ченного решения. В п.б.4 на базе основного примера проводится срав­
нение результатов решения задачи оптимального и жесткого управ­
ления для каждого из 22 видов деятельности, построены графики 
решения, позволяющих наглядно сопоставить и решения и их ин­
терпретации, поясwпотся особенности практического использования 
решений задач. Так, значимым аспектом при моделировании являет­
ся выбор плановых значений. Результаты: эксперимента показывают, 
что для нескольких видов деятельности плановые значения опреде­
левы руководством некорректно и требуют изменения, т.е. для дости­
жения плановых показателей производительных видов деятельности 
необходимо предполагать большее, а не пропорциональное увеличе­
ние работ в обслуживающих видах деятельности. В п. 6.5 приводят­
ся результаты вычислительных экспериментов при решении задачи 
стартового и стартового жесткого управления для примера Леонтье­
ва. Для него дается интерпретация полученных решений. 
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